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Probléme 1

On considére ’équation différentielle
E:yY—y=Inz,z>0
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Déterminer les solutions de 'équation différentielle ¢y —y =0

Justifier pour tout réel z strictement positif ’existence de fOx e~ tintdt .

. Montrer que les solutions sur |0, +oco[ de E sont les fonctions

fe:z — ce® + € [ etintdt, ol ¢ est une constante réelle.
Justifier la convergence de l'intégrale f0+°° e tintdt

Soit @ = — f0+°° et Intdt, montrer que si ¢ # « alors limy ;o0 fo(7) = %00 et que
la courbe de f. admet une branche infinie qu’on déterminera.

Déterminer limg_so fco(z).

. Dans toute la suite du probleme la lettre z désigne un réel strictement positif, n

un entier naturel. Justifier I'existence de Iintégrale [ eT_tdt

. En intégrant par parties, montrer que fo(z) = —In(z) — €* fz+°° e—;—tdt

En déduirela valeur de limg_y oo fo ().

fa(f”)

Etudier limz— 400 et en donner une interprétation géométrique

Justifier 'existence et calculer I,(z) = Jy t™intdt, pour n € N.
Montrer que pour tout réel > 0, la série ano(“l)nmﬁ%’ﬂ? converge.

Montrer que pour tout réel z > 0, la fonction ¢ : t — tint est bornée sur |0, z].
Soit M, un majorant de |¢|.

Soit Rn(z) = [y roe =y t) Int 3. Apres justification de la convergence des séries

—t)*int + k
> k0 ( ,)C! =, et Y pso T H’ demontrer la majoration |Rn(z)| < Mz Y 020 1 %7+

Montrer alors que fo(z) = e > {5 = ) 1)k Ii(z)

Etudier la convergence de la série de terme général a, = 4 Y10 _; (—=1)%(k — 1)L



1 Probleme 2

On munit I'espace R3 de son produit scalaire canonique noté (-|-) et on I'oriente de telle
sorte que sa base canonique (4,4, k) soit orthonormale directe. Pour u = (a,b,c) € R3

a b c
on définit la matrice M, = ¢ a b | et f, Pendomorphisme de R3 de matrice M,
b ¢ a

dans la base (4, ,k). On note M I’ensemble des matrices My, u € R3, et } ’ensemble
des endomorphismes f,, u € R3.

i
2.

Montrer que M et V sont des espaces vectoriels de dimension 3.

Soit u = (a,b,¢) et v = (a',¥, ). Calculer M, M, et montrer que M, M, € M.

En déduire que M est une algebre. Est-elle commutative 7

On note ¢ et g les applications de R® dans R définies pour tout u € R3 par
{ P(u) = (uli+7 + k)
q(u) = |lull” = (ulf;(w))

. Montrer que ¢ est une forme linéaire et que ¢ est une forme quadratique positive.

Est-ce que g est définie positive ?

Calculer le déterminant de M, en fonction de ¢ et q. En déduire que f, n’est pas
bijective si et seulement si u appartient & un plan (dont on donnera ’équation) ou
a son orthogonal.

Soit u = (a, b, c) € R? tel que f, soit une rotation et que son orbite ait 6 éléments.
Soit v et w respectivement les éléments de O,, v = (b,c,a) et w = (c,a,b). On
note par «, B et v les mesures des angles des rotations f,, f, et fu.

. Calculer
o1 = cosa+ cosf+ cosy
o2 = cosacosf + cosfcosy+ cos7ycosa
03 = CcOsacosfcosy

(Utiliser les propriétés de la trace d'un endomorphisme)



