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Ce sujet est composé de deux parties.

Partie 1 :

1. On considére dans cet(e question la suite (1,),z -+ définie pour tout entier 71 par :
= L3...(2n-1) _ 2k -1
2.4...(2n) 2k

V(a)  Onpose, pour tout entier naturel 71, v, = \[r'z 1.
Montrer que la suite (v,),=x» est croissante.

n

t—(b)  Etudier la nature de la série de terme général w, = lr(v:fl)pour ne N*.

V(c) Démontrer que la suite (vu)s=x est convergente. On note L sa limite.

L
e

Comparer, pour tout entier 7 € IN¥, les réels u, et

2. On considére dans cette question la fonction p:x — @ (x) =1 —x pourx e [0, I].
Y (a) Déterminer la dérivée d’ordre nde ¢: x —. ¢"(x) pourx € [0, l[.
L’(b) Soitxe (0, I[. La formule de Taylor avec reste intégrale apphquee a @ sur [0, x]
s’exprime sous la forme @ (x) = P,(x) + R,(x) ol P, est une fonction polynomiale
N de degré i et
Rix) == f (- Y™
Exprimer les coelTicients de P, en fonction de 1. Donner la valeur de Ps.
V(b) Démontrer la majoration
Vxe [0, 1], | Rv) <2 3 i JFa-n"a
On pourra remarquer que x — < | — ¢,
En déduire que
Vxe [0, 1L | R) | <,
V (¢) ' Démontrer que la suite de fonctions polynomiales  (£,)u=p converge

uniformément sur [0, 1] vers la fonction Q.
Dans la question suivante, on note Q, le polynéme tel que Q,(x) = P,(1 - x%)

b/ (d)  Soil gunréel strictement positilet M une constante sirictement positive.

2

Démontrer que si I'entier naturel N vérifie :\'> L:_E_I , alors

Vxe [-1, 1], | |x] —Q.\'(.\')ls;%
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3. On considére dans toute I suite du sujet une fonction f continue sur [0,1] et € un réel
strictement positif,

On adgnet qu'il existe un entier naturel 12 2 tel que
Vir e [0,1], |x ~_v|<-’!,-= If(.r) —fg)|< £

Dans la suite du probléme I, m désigne I'enticr ainsi défini.
(@) Soit g la fonction telle quc

Vike N, (Jsks”.g(:"—;)=j(§)

ct g est affine sur chacun des intervalles [ 5, k—+-|:=], 0<k<n-1|
non

Déterminer I'expression de g(x) lorsque K <£x< At .
n n

v () Démontrer que V x ¢ [0, 1], [ gtx) - ()< e On pourra remarquer que I'on peut
écrire g(x) sous la forme glx) = (_yf(f).;_ (I - a)j(k + l)

n
Partie 2 ;
1. Dans celte:question, on considére pour n€ N*, les matrices A, € AM,.,(R):
cr 2 ... ..
1 o 1 ° :
121 i .. L
Ap-1 = 5 0 1 2 deterrnegeneral(a,-_j= ll—-jl)lg,"jg,,”
' I 0 |
n 2 10
rb,-.,-=—lsii;¢leti¢n+l
| —n
Bi 1 = byt g1 = n

et B,.; € M, (R) de terme générul : J sl li—j[sl alors b,.,=;;-

|
bipel = by, = n

L bi.;= 0 dans tous les autres cas
On admeltra que A, +; est inversible et qQue 4,1, = By : ce résultat est démontré en partie
a la question 3 (Partie 2)
(a) Soit £, I'espace vectoriel des fonctions g définies sur [0, 1] & valeurs dans R
B e . k &+l
V ‘X telles que g soit alline sur chacun des intervalles [ » -—"—-]. 0sk<n-1.

Soit d"autre part @ I'application de £,.; dans R*" telle que
. k
Vge L, d(g)= (g(‘)}st sa

n
V' Démontrer que @ est un isomorphisme de £ dans R™' el expliciter I'unique

. . \ -1
y lonc“on gae E"” lc”c quc (])( g) = ("00 ah LELIN } ﬂn) ou a= (aUv ah ses e a") G m" *
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V(b)  Pourtout entier j, 0 < j < n, onnotef; € E,-; I'application

2 MR pde., z_..ﬁ(/)-—lz—L

n

Montrer que la famille (/; o=y <qest une base de E,.i: on pourra par’exemple
expliciter la matrice de la famille des vecteurs (P( f; ) o 55 < n daans la base
canonique de R""'. L A

ra g

(c) Soit @ = (ay, a,... ,a,) € R""" et gu € E,. la fonction définie a la question 47a).
k
telleque V ke {0, I, ..., n},gL{)—!]= a.
Demontrer qu'il existe n+1 réels Ay, Ay, ..., Ay tels que

n
Vxel0, 1], galx) = D, Aefilx)
k=0
Deéterminer Ia valcur des coefficients A¢, 0 € k£ < 5 en fonction de (ag. ar. ... . a.).

2. La letire g designe dans cette question la fonction étudiée a la question 3%a) et Oy ke

n
polynéme obtenu a la question 2°d) pour la valeur £> 0 et la valeur M= D, | 4| .(Partiel)
k-0
(a)  Déterminer re R"™' tel que g = g
En déduire a I'aide de f la valeur des coefficients Ay, | €k < n -1, obtenus a la
question 4°).

(b)  Onpose

Ve [0, 1], R() = 2 AkQ,\r(r —%)

k-0
Démontrer que

sup |f(.\') - R(x) |<2¢

=[]

t~(c)  Quelthéoréme vient-on ainsi de démontrer ?

3. On revient sur la matrice 4,4, éludiée a la question |

Calculer det(d,+1) en fonction de 1 : on effectuera les opéralions suivantes :
Y~ pouriallant de n+l a2 remplacer la ligne L, par la ligne L, - L;,

pourj allant de 2 & n+1 remplacer lu colonne C; pur la colonne Cj+ €.

En déduire que 4,:, est inversible,

Bon courage
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