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Algebre :
Exercice 1

Soient les matrices suivantes :

[ W el
g

O

0

A= (? 3 E) ol a, b, ¢ sont trois réels guelconque et soit M=(o
bea 1

1. Calculer M* pour tout keiN.

2. Diagonaliser Ja matrice M. o

3, Exprimer A en fonction des puissances de M. en déduire la diagonalisation de A.

Exercice 2:

PSS A0 2]

Soient a et b deux réels strictement positifs ; pour tout entier naturel non nul n, B désigne la

xMa-bx;"
rAM o xelR:

n! .

fonction polyndmiale définie par P, (x)=

Soit n un entier naturel non nul.

1. Quelestle degré de P, ?

Que peut-on dire de la dérivée k-ieme P,fk) de la fonction B,, 7k=2n+1.
Préciser les racines de P, et donner 'ordre de multiplicité de chacune d’elles.
PU”(%) pour tout k&{0,...,n-1}.

Ll b

Donner la valeur de P,E’”(O) et

=

n

w

Soit k un entier tel que n<k<2n.
5.1. Montre que

(k) _Yon p_n n! g N\Nk-p,N-D(y _ n-k+p
VxelR, P, '(x) = -~ 2o te-nCk (n—p;!——_(n—k-‘rp;f( b)Y Px™P(a — bx)

On pourra utiliser la formule de Leibniz donnant la dérivée k—iéme d'un produit.
5.2. En déduire les valeurs de de P,fk)(()) et P,;'k’(%) en fonction de a, b, net k.

5.3. Vérifier que si a et b sont des entiers, il en est de méme de P,Ek)(O) et P,&k) (%).

Probléme :

Soit IR" I'espace vectoriel réel, muni de sa base canonique et du produit scalaire euclidien défini par:

¥ x=( Fy, F2, ey Fo) €1 VY=(S1, S2, oy Sn), (xiy)=>rs, .
=1
Tout sous espace de dimension n-1 est appelé hyperplan.

On appelle orthogonal de x, I'hyperplan X~ constitué des vecteurs orthogonaux a x.

Soit feL(IR") un endomorphisme quelcongue de IR" et 'f le transposé de f.
Les vecteurs propres sont tous non nuls et seules les valeurs propres reelles eventuelles d’un
endomorphisme f sont prises en considération.

1) Montrer que f et ‘f ont méme polyndme caractéristique.

2) Montrer que les sous espaces propres de f et de 'f relatifs a une valeur propre commune a ces
deux endomorphismes ont méme dimension.

3) Montrer que les orthogonaux des vecteurs propre de 'f sont les hyperplans stables par f.

4) Montrer que si x est un vecteur propre de f associé a une valeur propre A et siy est un vecteur
i is s
propre de ' f associé a une valeur propre p=2, alors x ety sont orthogonaux
5) Montrer par un exemple qu’un vecteur propre x de f et un vecteur propre y de 'f peuvent étre
) orthogonaux méme s’ils sont associés a la méme valeur propre.
6

Soit X une valeur propre de f dont 'ordre de multiplicité est égal a la dimension du sous-espace

propre E qui lui est associé. Montrer que les vecteurs propres de 't associés & A ne sont pas
orthogonaux au sous-espace E. i
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Exercice 1

Pour tout entier naturel n, on pose s
™

I, = /cos"(t)dt.

0

1. (a) Caleculer Iy et Iy et justifier que I, > 0 pour tout n € N.

(b) Montrer que pour tout entier n 2 2,
al, = (n — 1)In-2.

(¢) En déduire que pour tout entier n 2 1,

™
TLInIn_.]_ = "'2-

(d) Montrer que la suite (Ip)yen est décroissante et que pour tout n > 1,

n—1 I,
n Iny

{
Iy~ ) —.
" 2n

2. Déterminer une expression de Is, en fonction de n et justifier

() _2
22n = ;12"'

IN

<1

(e) Justifier alors que

vn € N,

1 Exercice 2

On consideére la fonction f définie sur 10, +o0[ par f(1) =1 et

fly = Bl g
L. Montrer que f est une fonction continue sur ]0, +oof .

2. Caleuler la dérivée f’ de f sur les intervalles 10,1[ et ]1

+oo. Etudier son sig ; i
, Ltudier son sighe et en déduire que 5
monotone sur chacun de ces denx intervalles. ¢ ‘ l fest
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3. Montrer que pour tout x strictement positif et différent de 1, la dérivée f’ de f vérifie :

(z-1)~In(z) 1
(z —1)° 2z

fi(z)=

En déduire que f est dérivable au point 1 et déterminer f' (1).

Montrer que f’ est continue sur l'intervalle 0, 400 .
- Montrer que, pour tout > 1, on a In(z) < (z — 1). En déduire que, pour tout # > 1, on a f(x) < .

. Donner la représentation graphique de la fonction f .

. Soit a un réel supérieur a 1.

(a) Montrer qu'il existe une suite (Zn),>q de réels vérifiant xg = a et, pour tout entier n. > 0, 2, = f (z,,)

(b) Montrer que cette suite est décroissante et qu’elle admet une limite ¢ que 'on précisera.

- On se propose d’étudier la vitesse avec laquelle la suite (Tn), >0 tend vers £.

(a) Montrer qu’il existe un entier ng tel que |f (z,) — €| < % |z, — €| pour tout n > ng

(b) En déduire que la suite (z,, — £) >0 est négligeable devant la suite (1/ 2") >0



