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Analyse
Partie A

Pour tout nombre rée] §, on considere 1’4

quation différentielle linéajre homogeéne du second ordre
Suivante :

B (1=2%y"(e) - 2(s + 2) () — 2(s + 1)y(z) = 0
On note f, la solution de (Es) sur |

) — 1,+1[ qui vérifie les conditions initiales fs(0) = 0 et
f(0)=1.

A.1. Soit g, la fonction définie sur ]

- 11+1[ par ga(x) = fs(x) + fa(_x) &
~ A.L1. Montrer que g, est solution de (E,) sur | — 1,+1].

" A.1.2. Calculer g,(0) et 9.(0). En déduire que f; est impaire.

n de s 'unique valeur
soit solution de (E,) sur | — 1,+1]

~ A.2. Déterminer en fonctio

de @ € R telle que la fonction z (1-z?)~

A.3. Soit u, la fonction définie sur ] = 1,+1[ par u,(z) = (1 —2?)*Hf ().
A.3.1. Montrer que la dérivée u, de ug

est solution sur | — 1, +1[ de 'dquation lifférentielle :

(E.) (1= 2%y’ (z) + 2szy(z) = 0.
~ A.3.2. Déterminer I’ensemble des solutions de (E;) sur | — 1, +1][.

A.3.3. Calculer u,(0) et u,(0). En déduire que us(z) = [7(1 — ?)°dt pour tout z €] -1,+1.

A.4. Soit y une fonction impaire, définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, développable en
série entiere sur I. On note y(z) = > n2s a2t le développement en série entiore de y sur L.
A.4.1. Montrer que pour que y soit solution de (E,) sur I, il faut et il suffit que I'on ait pour
tout n e N :

2s+2n+3

Cny1 = on+3 Cn-
A.4.2. En déduire pour tout n € N* une expression de ¢, en fonction de n et c,.

A.4.3. Pour quelles valeurs de s € R Péquation (E,) admet-elle des solutions polynomiales im-
paires non identiquement nulles ?



A.4.4. On suppose que s ¢ {—n —

mneN
I, et que ¢y # 0. Déterminer le rayo d }: que y(z) = oS a2t est solution de (E,) sur

on de convergence de la série entidre Sohe L,

A.5. Déduir i écé
e des questions précédentes que pour tout s € R et tout r €] —1,+1[on a:

onpl O
=2 S [ e o] v
=1

A.6. Montrer que pour tout p € N et tout z€|—1,+1[ona:

/ T_dt Q)
(1—e2p+s (1 — g2)pt}]

o Q" est une fonctlon polynomlale Impaire de degré 2p + 1 que 1’on explicitera. Expliciter en

articuli —dt e —d
P . fo (1-t%)2 fo (1—- t2)z

Partie B

On note J =|0,+oco[ et on définit pour n entier naturel non nul et pour z € J, fu(z) =
e~ T _ 26—211:.

- B.1. Justifier que pour tout entier naturel non nul =, les fonctions f, sont intégrables sur J
B.2. calculer fo fn(z)dz. Que vaut alors la somme +°°( * fa(z)dz)?

B.3. Démontrer que la série de fonctions anl fn converge simplement sur J.

B.4. Déterminer sa fonction somme S et démontrer que S est intégrable sur J. Que vaut alors

+°° (312 fa(z)) dz?

B.5. Donner, sans aucun calcul, la nature de la série D, ( f | fu(z)| dz).



Partie Algebre

Rappels et notations
Pour tout entier naturel non nul n, on note :
— My (R) P'espace vectoriel des matrices carrées & n lignes et n colonnes & coefficients dans R ;
— M, 1(R)) lespace vectoriel des matrices colonnes & n lignes 3 coefficients dans R ;
— [1,n] 'ensemble {{ e N/ 1<1<n};
— Sn(R) le sous-espace vectoriel de My, (R) des matrices symétriques.
Une matrice M € S,(R) est dite positive si (VX € M, 1(R)), *XAX > 0.
Une matrice M € S,(R) est dite définie positive si (VX € Mn1(R) \ {Opm, &) }), XAX > 0.
On note S, (R)* (respectivement S, (R)**) 'ensemble des matrices carr ees‘d’orde n a coefficients réels
symétriques positives (respectivement définies postives).
On note R[X] I’espace vectoriel des polynomes & coefficients réels, et, pour tout entier naturel m, on
note R,,[X] le sous-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a m.
On rappelle que toute matrice réelle symétrique M € S,(R) diagonalise sur une base orthonormée.
C'est & dire 3P € GL,(R) et A = diag(A1,---, An) tel que A = PA'P.

I — Caractérisation des matrices symétriques définies positives

Le but de cette partie est de caractériser les matrices symeétriques réelles définies positives, & l'aide
des propriétés de leurs matrices extraites.

I.A - Soit n € N* et M € S,(R).

I.A.1) Vérifier que Sp(R) est un sous espace vectoriel de My (R) et en déterminer la dimention
et une base.

L.A.2) Sn(R)" et Sp(R)™* sont-ils des sous espaces vectoriels de My, (R) 7, justifier.

I.A.3) Montrer que M est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

I.A.4) Montrer que M est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement positives.

1

T2

1.B - Pour n € N*, A = (aij)i1<ij<n € Sp(R), X = Pl e Mpa(R) et i € [1,n], on note

In
A® 1a matrice carrée d’ordre i extraite de A, constituée par les 1 premidres lignes et les
premiéres colonnes de A. Autrement dit, si A = (@s;t)1<s,t<ny ON & AW = (ase)rgsigi- On
Z1
T2

note également X = | | | € M;1(R)

&Lq



2 1 335 10
1 (-2) 3 2 8 2 1 3
Par exemple pour B= | 3 3 57 9 € S5(R), on a B® =11 (-2) 3
5 2 78 2 3 3 5

~\0 8 9 2 (-2)
Le but de cette question est de démontrer I'équivalence suivante :

A est définie positive <= Vi E[Il,n]],det(A(i)) > 0.

1.B.1) Soit A € S,}(R). On suppose que A est définie positive.
Pour tout i € [1,n], montrer que la matrice A®) est définie positive et en déduire que
det(A®) > 0.
Pour tout n € N*, on dira qu'une matrice A de Sp(R) vérifie la propriété Hy si
det(A®) > 0 pour tout i €[1,n]

b> € S2(R)

1.B.2) On prend, dans cette question, n = 2, montrer que toute matrice A = (Z c

vérifiant la propriété #, est définie positive.
I1.B.3) Soit n > 2. On suppose que toute matrice de Sp(R) vérifiant la propriété i, est définie

positive. On considére une matrice A de Sp4+1(R) vérifiant la propriété Hpy1 et on
suppose par 'absurde que A n’est pas définie positive.

a) Montrer alors que A admet deux vecteurs propres linéairement indépendants associés
4 des valeurs propres (non nécessairement distinctes) strictement négatives.

b) En déduire qu’il existe X € Mp11,1(R) dont la derniére composante est nulle et tel
que ! XAX <O0.

c) Conclure.

1.C - Soit 4 une matrice de S,(R). A-t-on I'équivalence suivante :

A est positive <= Vi E[[l,n]],det(A(i)) > 0 7, justifier.

II — Etude d’une suite de polynémes

On considére la suite de polyndmes (T)nen définie par :

To=1
vn e N*, T, = [X(X — npe

Pour tout (P,Q) € (R[X])? on pose : (P,Q) = Jy P)Q(t)dt.
II.A - Montrer que I'application (P,Q) — (P, @) est un produit scalaire sur R[X].
ILB - On note 8™ le polyndme dérivé n fois de Ty,.

Montrer que le degré de T{™ est égal & n et calculer ™).
On définit la suite de polyndémes (Ln)neN par :

{Lo=1
* — 1 (n)
VnEN,Ln-—WTn

I1.C - Soit'n € N*. Montrer que, pour tout Q € Rn-1[X], (Q, Ln) =0.
Indication : on pourra intégrer par parties et passer par les éléments d'une base de Rp—1[X].
I1.D -




I1.D.1) Pour tout n N, on pose : Sp =
(=1)"(n))?
Sp=—=~L "7
(2n +1)!
II.D.2) En déduire,

1
f T (u)du. Montrer que, pour tout n € N,
0

1
pour tout n € N, la relation : (LnyLy) = T

Kn)nen vérifiant les deux conditions suivantes :
vaut n et son coefficient dominant est strictement

IL.E - Déterminer une famille de polynémes (
i. pour tout n e N, le degré de K,
positif;
ii. pour tout N ¢ N, (
scalaire (., -).
Justifier Punicité d’une telle famille.
IL.F - Calculer Ky, K; et K.

Kn)osn<nv est une base orthonormale de Ry[X] pour le produit



