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PARTIE I : ANALYSE

I- Des séries convergentes

Soit (aa),¢p unc suite de nu-m'brm récls ot {b..},,". une suite de namhres complexes.

Pour tout n € IV, on pose : S. =Emb.etﬂ.-}:b4

k=l
1) Montrer que pour tout n € IN* , 5, = E (ox - aeer) .Be + 0, Ba.
]
2) On suppose que la suite (a.)__, est décroissante . la suite (B,)..~ est bornée et que
hm g = 0.

2- l] Viérifier que |a série }_, (8x — @441) converge , en déduire la convergence de 1a serie 37 tu b

2-2) Enuueer le thw;émc de cunvergence des séties numériques alternées ct démontrer la en
appliquant le résultat du 2-1) avec bien évidemment un bon choix des suites (aa) e i €t (ba)nea-
3) Application 1: Seit # e R\ {EktkaZ] etacR.

31) Pour tout n & IN™, montrer que E et = g‘f‘”‘! .
k=1

3-2) Dizcuter alors, en [onction du réel a et en lpp]iqumt soigneusement les résultats du 2-1),
cll'
la convergence de la série E-“—
LED
4) Pour tant rkal » st trnt entisr naturel non nil n, an paee (7)) = mn‘;:r}.

Démontrer la convergence simple de Ia série de [onctions } u, sur R.

$on =t
Dans toute la suite on pose u(z) = E‘ U,.
5} Application 2: Soit 4 €0, +oo|.
Montrer que la série 3 I::p (tﬂ-) - 1] converge si et seulement si v > } (Essayer de vous

mzx]
ramener aux séries alternées).

) Application 3: Fiudier la convergence de ‘E",;l. ofl 8, = 11:11 (1 + (7}:) pour toait n > 2 .

I1- Convergence uniforme
On prend toujours (a,),p une suite de nombres réels .
On suppose que (a.),, p et décroissante et que nl-ll.Tuﬂ- =0.
Soit A une partie de C. Soit (Ja)pep une suite de fonctions définies de A Jdaas C.
Pour tout (r,2) € IV x A, on pose F, (2) = En: fi(2).
On suppose qu'il existe M > 0 tel que {v[n,‘;}ne NxA) |Fu(2)|s M.
1-1) Montrer que la suite de fonctions (0n.Fa), e gy cOnverge uniformément sur A et que |a série
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de ﬂmclim:.: :_;n[n. = 0un).F, converge notmalement wur A |

1-2) Diduiser en & laide de | question 1.2-1) que In sério do fonctions
mément sur A .

2) Une application: Suit g €0, x|,

Montrer que la série de fonctions Eh. converge uniformdment wur [a, 20 al.
LEd

Que dire de la continuits de u sur ﬁ].21| 7 justifier.,

J) Pour tout (p,n) € IV x N* et tout 1 € R, on pose v (1) = sin (nz) . sin IIFI‘:'_
n

Démontres que pour tout p € IV la série de fonctions Eui":', converge uniformément sur
. w2l

I'intervalle [0, x|.

III- Applications sur les sérjes entitres

On suppose walntenant que (8)oga e5t une suite do nombres comploxe.

On considére la série entidre complexe Ya..

1) On note R le sup dans R, U [+00} de I'ensemblo {r20/a.r* est bornée dans (C,| [)}.
Montrer que pour tout r < R In série entidre ¥ 842" converge uniformément sur Dy(0,r) =
[zeC/|z]|<r).

Dans la suite le candidat peut """“I les résulinls du cours sur les séries entjéres.

2) On considére la série entidre .;5:':

2-1) Rappeler en le justifiant la valeur du rayon de convergence R de celte strie entiére,

n

2-2) Montrer que la série entidre réelle 3 % ne converge pas uniformément sur | - 1, 1.
mirl

Que peut on déduire pour la convergence uniforme de la série entidre complexe v 5:: sur

azl
D(0,1) = {s & C/ | 4 [« 1)? justifies. ¢
2-3) Pour tout o €0, j[ , on note D, = [ €C/| 2[< L et Re (1) < con(a)).
Vérifier que D, est un compact de (C,| ).
Pour & = § | représenter géométriquement les points M cont les affixes appartiennent 4 Dy
dans un repére orthonormé du plan.

24) Pour twul n € IN* et tout 2 € D(0,1), on note F, (z) -:E.'.Il'v

2
Montrer que, pour loul u €]0, §[et tout s € D, ,una | Fu(2) |2 1-cola)
L]
2 5) En déduire que pour taut a €]0, ;[ In série entidre complexe E '" converge uniforntament

LEd

sur [0,.

22 0a. [y convorge unifur-
LRl
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PARTIE 11 : ALGERRE.

Caleuls da distancoe ontro uno matriee ¢

b certaines partics de A, (M)
Dans ce sujet,

n st un entier naturel non nul et on nole :

Ma(R) : Ia R-algibre des matrices carrées réelles d'ordre n.

M1 (R) : le R-espace vectoriel des matrices & n lignes et & une colonne,
Four une matrice A de M, (H) , A* est sa matrice L
trace, [, la matrice units deM.(F) .
Sa(lR): le sous-espace vectoriel des ma
AL([R): le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M., (R).

SY(R): l'ensemble des matrices positives de Su(R), c'ect & dire des matricss A de Sa(R)
vérifiant : pour toute matrice X € Mu(R), X'AX >0.

GLa(Fi) | le groupe des matrices inversibles de M, (R).

Ou(R): le groupe des matrices réslles ort
virifiant : MM = I,.

L Exercice préliminaire
1°). Soit la matries

runsposte, rang (A) son rang et Tr (A) sa

trices symétriques de M, (R).

hogonales e'est-d-dire des matrices M de M)

112
F=12 11 de M. (), on pose = "I = J.
121

Diagonaliser la matrice M et déterminer une matrice P de
A termes Lous positifs telles que N = P-typ

') On pose § = PDP' € §}(R), montrer que la relation T' = US définit une
U & O3(R) et calculer cette matrice. 7%

IL. Calcul de la distance de A & S.(R) et A A ().

3°). Soit A et B deux matrices de M, [R), on pose (A | B) = Tr(A'B) .
definlt ainsi un produit scalaire sur M.(R). La norme associée & ce produi
de Schur) est notée : | A 1= (4] A)21/

Dans tout le sujet, & I1 est une partle non vide de M, (R), la distance d’une matrice A de
M (R) & la partie T est le réel d(A, 11) = jiritl:] fA=Ar). .
4%). Montrer que M, (R) = S.(R) @ A.(R) at que cettc somme dliecle est orthogonale.

5°). Si A est une matrice de M, (R), montrer que d[A,5.(R)) =]l 1/2{A = A" || et diterminer
de meme a({A, A,(H)),

6°). Calculer d(I", Ay{R) ot T est la matrice excmple de la partie 1.
III. Calcul de la distance de A & O.(R).

Os(RR) et une matrice diagonale D

matrice

Montrer que I'on
t scalaire (norme
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A. Théoréme de la décomposition polaire

T*) . Muntrer qu'unc matrice S de S.(R) sppartient & S2(R) si et seulement si toutes les
valeurs propres de S sont positives ou nulles. L,

§*) Si A est une malrice de M, () montrer que la matrice A'A € SHR). *

9*) Soit A unc matrice de M. (R), on suppoer qu'il existe une matrice diagonale [ = diag(d,.dz.

A termes positifs telle que A'A = D% On note A, A3, - ' A, les matrices de M. () qui for-
ment les colonnes de |a matrice A,

a. Pour tout couple (i, 7} d'entiers naturels compris entre 1 et n, évaluer AlA,. En particulier,
£ i est un entier pour lequel d; = 0, que vaut A7

b. Montrer que l'on peut trouver une base orthonormée (Ey, Eq.--- . Ea) de M.(R) (par
rapport au produit scalaire canonique (X,Y) = X'V de M (R) telle que, pour tout entier
naturel i entre 1 et n, A, = 4, E,.

¢. En didwre qu'il existe une matrice E de O, () telle que A=ED.
10°). Soit A et B deux matrices de M, () vérifiant A'A = B'B.

a. Montrer qu'il existe une matrice disgonale D i termes positifs et une matrice orthogonale
P telles que : PUAAI - FFUBBP = D2

b. Montrer qu'il existe une matrice U de O.([R) telle que A = UB.
11*) Déduire des questions précédentes le théordme de décompesition polaire : Pour toute
matrice A de AMJ(R), il existe une matrice U de O0,() et une matrice S de 57 () telles que
A=US.
(Remarque : on peut également #tablir M'unicité de la matrice § de S, (R) et méme 'unicité
de la motrice U de O, ()
B. Calcul de d{A,O.(R))
12*). Montrer que, pour loule matrice A de M.(R) el pour toute matrice £} de O.(R),
I MO =] OM =] M 1.
13*). Dans la suite de cette partie, sait A une matrice de M, (R), soit U € O.(R)et 5 € 57 (R)
telles que A = US ; il existe une matilce diagonale D ct une matrice P de O.(R) telles que
S=pPDP,

a. Montrer que, pour loute matrice {1 de O.R), | A= Ql=] §=U""1] et en diduire
que d(A, O.(R)) = d(5.0.(R)).

b. Montrer que d(A, O,(R)) = d(D, Ou(R)).

'l'i-lu.:ll|
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