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PARTIE I : ANALYSE.
A propos de ’hypothése de classe C' par morceaux du théoréme de convergence
normale d’une série de Fourier -
Pour toute fonction f : IR — IR, continue par morceaux et de penode 2m, on associe ses

coeficients de Fourier exponentiels définis, pour n € Z , par ¢,(t) = — f F(t)e~™dt et ses
coefficients de Fourier trigonométriques définis pour n € IN* par :
i1 27 it 21
an(t) = = f(t) cos(nt)dt et by(t) = — f(t) sin(nt)dt.
0 T Jo

On pose, pour tout entier naturel p et tout réel = :
n=p

Sp(f)(z) = Z cn(f)e™ = + Z an(f) cos(nz) + bn(f) sin(nz))
n=—p
On rappelle le théoréme de convergence normale :
Si f: R — IR est une fonction continue de période 2 et de classe C* par morceaux, |
de Fourier de f converge normalement vers la fonction f sur IR. e
Ainsi, la fonction [ est limite uniforme de la suite de polynomes trigonométriques
Nous allons étudier ce qui peut se produire si on enleve 3 ce théoreme I’hypothese
C' par morceaux . )
Une premiere partie démontre des résultats préliminaires. Une det
exemple ol, sans 'hypothese de classe C! par morceaux
5 R,ésﬂtats préliminaires :
1. Si, dans le théoréme de convergence normale ci-dessus, on supp:
pas continue mais seulement continue par morceaux sur R:
a. Rappeler le théoréme de Dirichlet en précisant de quel type de convergenc:ei
b. Cette convergence pourrait-elle étre uniforme sur JR'? i ’

2. On considére la fonction continue ¢ : IR —
par ¢(z) = \/z. Donner ’allure de 1‘,
pas de classe C! par morceaux su: R
3. Théoréme de Cesaro.

Soit (u,) une suite
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Sn(f). Pour n entier naturel non nul, on définit la somme de Fejér de f de rang n, notée on(f)

comme la moyenne de Cesaro des sommes de Fourier :

1

on(f) = =7 (So(f) + 5¢(1) + - 5a(f))

On démontre, et nous ’admettrons, le théoréme de Fejér: La suite de polynomes trigonométriques
(0n(f)) converge uniformément sur IR vers la fonction f.

Une application :
Si f: R — IR est une fonction continue et de période 27 telle que la suite (Sn(f)) converge

simplement sur /R, montrer que la suite (S,(f)) converge vers la fonction f.
5. Si (u,) est une suite de réels positifs qui converge vers 0, montrer qu’il existe une suite de
réels (d,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n, 0 < tn < dn,

(on pourra, par exemple, vérifier que la suite (sup {ug, k > n}) convient).

1. Un exemple de Série de Fourier divergente (en un point)
On considére la suite de fonctions (f,) définies sur l'intervalle [0, 7] pour

1L T
non nul n par : fo(z) = 3 sin [(2”3 + 1) 5]

6. Montrer que la série de fonctions Z fr converge normalement sur [0, ).
n>1
On définit alors la fonction f paire, continue, de période 27 sur

+0o0
z € (0,7, f&) =Y fule). il
e 2 2k +1 )\
7. On pose, pour p et k entiers naturels, Ir = / cos(pt) sin( ; t)
(0]

out entier naturel

i
IR et telle que pou

q
naturel, Ty = ZI T
=0
a. Calculer, pour p et k entiers naturels, I'intégrale I k.

8. Montrer que, pour p entier naturel

9. Montrer que, pour p entier na
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PARTIE 11 : ALGEBRE
Exercice

On d ;
onne n reels (ay, as, ..., a,) tels que 0 < a; < ag < -+ < an

et la matrice

[ 0 as Qg an“
aq 0 as .
AR ) : | € My(R)

T T e

Q1 Q2 as 0 |

1) Calculer detA,.
N 2) Montrer que X € Sp(4,) <= Z 5 j_i —
a;
=1

\/ 3) A, est-elle diagonalisable 7

G

n
Indications : On peut étudier la fonction f : ¢ — Z =
- ]...

i=1
utiliser ses propriétés sur les intervalles :

Iy :] — 00, '"a'n[: I :] — Qn, _a’n—l[7 S =] — Qg, —al[a i =] »r;
Probléeme

Soit F un IK-espace vectoriel de dimension finie, B et C d

Fi,...,F, des sous espaces vectoriels de E, A
et A=A U---UA, (oun € INY).

1) Montrer que Vec(BUC) =
2) Montrer que Vec(A) = Ve
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(1) A; est géng g
¢ =51 Beneratrice (resp. une partie libre ; une base) de F; (i =1,...,n);

(ii A 27 .
) A est generatrice (resp. une partie libre ; une base) de F'.

Soit W :
un espace vectoriel et u : £ — W une application linéaire, A C E, B C E, H C E €t
(%3)ier une famille de vecteurs de E.

4) Montrer que Vec(u(A)) = u(Vec(A)). En déduire que, si H est un sous-espace vectoriel de
E, u(H) est un sous-espace vectoriel de W.

5) Montrer que : [W = Vec(u(A))] => [u est surjective].
6) Montrer que :

[(u(xi))iej est libre ] .
[(z:)ier est libre et Vec({z:;1 € I}) Nkeru = {0}].

7) On suppose que v est injective. Montrer que :

[H = Vec(A) (resp. H est un sous-espace vectoriel de E de base B)|
[w(H) = Vec(u(A)) (resp. w(H) est un sous-espace vectoriel de W de
M

Applications :

a) Soit u : R* — IR? définie par u((a, B,7,0)) = (@ = B, — 7,0 — 5).
Montrer que u est linéaire et R =Vec{(2,1,2,2),(2,2,1,2),(2,2,2, D)) @ keru.

I

En déduire que {(2,1,2,2),(2,2,1,2), (2,2,2,1),(1,1,1,1)} est une |

b) Soit n € N*. Pour tout z = (e, .-, 0n) cC™ et tout S cC™,
7= (a,...,0,) et S={%z €S}

Montrer que I'application u :C™ —+C" définie par u(z) =

Montrer, pour S CC™ et G CC", qu'ily a équivalen

(i) G = Vec(S) (resp. G est un sous-esp
(ii) G = Vec(S) (resp. G est un sou
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Partie 1

Un dipd6l iti M : > :
pdle magnétique de moment M porté par I’axe Oz de vecteur unitaire €, est placé dans le
vide au point O. On pose : M = Mé,, o M est une constante. Le champ magnétique engendré
par ce dipble en un point P éloigné de O, repéré par r = OP et 8 = (&, , OP), s’écrit :
B, v iy o
B ———— grad
a9 r2

1. Calculer le module de B en fonction de M, r, et 6.

2. Déterminer le lieu des points de I’espace ot le champ B est perpendiculaire 4 ’axe Oz.

Donner le module de B en un de ces points, en fonction de M et r.

3. On considére une calotte sphérique (centrée sur O) ayant pour base un cercle situé

dans un plan orthogonal a Oz, de rayon R et de centre O’ situé a la distance d B

A. @) Montrer que I’équation d’une ligne de champ quelcong
1, sin%8 ou r, est une constante.
b) Donner ’équation d’une ligne de champ passant par le point Pg Situé dan
contenant O et perpendiculaire a Oz a la distance D de O, en fonction de D et 0.

5. Application : On considére que le champ magnétique terrestre est celui d’un dipdle
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