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PROETUDES

PARTIE I : ANALYSE.
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Ftude et calcul des intégrales [ —dz et / coswdr
0 0
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Pour tout réel t et tout entier n > 1, on pose :

, 1 2 n
Sa(t) == + S coskt et La(t) =) sinkt.
2 k=1 k=1

1°).
a) Calculer pour tout t, (Sp +1%,) (), (2* = —1).
b) En déduire alors, Sn(t).
csin (14 %)t

( ———2) dt

¢) Calculer la valeur _/
0

2sin §
2°).
a) Démontrer que la fonction définie sur [0 , 7 ] par :
f(0)=0
1
t) = '
1 2sin &

est continue et dérivable.
b) Montrer que sa dérivée f' est bornée sur son intervalle de définition.

3°)s
a) Montrer que la fonction f et sa dérivée [’ vérifient 'égalité :

G 1 2 i 1
i ~ ) tdt = f "(t) c ( —)
/caf(t)SID(n+2) 2n+1+ Of()cos n+2 b
b) En déduire alors un majorant pour Pintégrale du premier membre de I'équation.
¢) Qu’en déduit-on lorsque 7 tend vers +00 7
4°).
a) Donner les variations de la fonction :

sint T
*.p — — sur (0, =
f t } ’2{

b) En déduire alors les inégalités :

2 /«2 g b
e | Zsin®odt <
= Jo t? g
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5).



a) Justifier pour = > 0, I'égalité suivante :

z sint 1 —cosz z ] — cost
j; t d z ./(; t2 at;

b) Etudier ensuite la convergence de 1'intégrale :

+oo gin x
f dz.
0 T

6°).
a) Montrer, en le justifiant avec soin, que :
+00 gin 1 4rsin(n+ 1)t
[ gy e,
0 T n—oo Jo t

b) En déduire alors la valeur de l'intégrale :
+c0 gint
/ =
0 i
7°).

a) Etudier, pour m € IR, la convergence de l'intégrale :

dzx.

/+°° sinmz
0 T

b) Calculer pour tout m réel :

+oo g
A(m) :f sinmz -
0 T
89).
a)
définie sur R* par :

Soient a et b deux réels différents. Montrer qu'il existe un réel c, tel que la fonction k

Vo0, Kz)= cos azT :cosba:

" et pour =0, k(z)=c
soit continue sur R* et donner alors la valeur de c.
b) Etablir la convergence de 'intégrale impropre :

o cosazr — cosbzr

f@@:/ s,

0

| .c) Calculer I(a,b) en fonction de |a | et | b |.



PARTIE I1: ALGEBRE

Soit E = R3, E est un espace vectoriel euclidien muni de la base orthonormée (i,, j, k).
Dans E : Le produit scalaire sera noté par <x, y>, le produit vectoriel sera noté parx*y

etla norme parll x L.

a
Soitu = (b> un vecteur unitaire de E, et D I'axe orienté par u.

c
Pour tout réel A non nul on notera f, 'endomorphisme de E qui a x associe fj (x) avec

fi(x)=x+A<x,u>u

1) Montrer 'existence d’'une base orthonormée (u, v, w) et donner la matrice de

f dans cette base.
2) Déterminer le noyau et I'image de f;
?

3) Pour quelle valeur de A, f, est une projection orthogonale *

4) Pour quelle valeur de A, f; estun endomorphisme orthogonal ? On notera cette

valeur A,.
5) Quelle est la nature de f;,

6) Donner la matrice de f;, dans la base (i, J, k).

a b ¢
Soit g I'endomorphisme de E de matrice (C a b) dans la base (i, j, k). On suppose
b ¢ a

que g est une rotation vectorielle.

7) i- Calculer ab+ac+bc et a+b+c. vous pouvez vérifier les égalités suivantes :
det (g) = a3+b3+c3-3abc = (a+b+c)( a?+b?+c?-ab-ac-bc)

1i- Montrer que a, b et ¢ sont les trois racines d’une équation de type X’ - x> + p=0

Exprimer p en fonction de a, b et c.
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g) Soit ’équation X™ - X"+ p = 0, & quelle condition sur p cette équation a —t-elle trois
racines réelles ?
9) Montrer que dans ce cas g est une rotation.

10) Dans le cas particulier b = ¢ déterminer ’axe et I’angle de la rotation précédente.

Soit r la rotation vectorielle d’axe D et d’angle 6.

11) Montrer que pour tout vecteur x de Eona:
r(x) = <x,u>u+cos 0 ((urx)Au)+sind(u A X)

12) Réciproquement, montrer que pour {out vecteur unitaire u et pour tout réel 0 la relation

précédente définit une rotation.





