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la présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des copies.
Les candidats sont invités & encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document.

Sj un candidat est armend a repérer ce qui peut lui sembler étre uneerreur d'énoncé, il le signalera
sur sa cople et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a
été amené a prendre.

L'épreuve comporte deux problemes indépendants & rédiger sur des feilles séparées

Nombre de pages ( celle-ci non comprise ) : 5



PARTIE A :ANALYSE

1. Autour de la fonction zeta altérnée de Riemann

Objectifs: On note F la fonction zeta alternée de Riemman définie par

Py =Y, T

et la fomction zeta de Riemanmn définie sur |1 4-00[ par
: = 1
((r) = L ==
n-1"
Ce prohleme propoase une étude craisée de quelgues propriétés de F et (
17} Determiner 'ensemble de définition de F.
27} On considere la swite de fonctions (g, )n-y définie sur (0; 1] par

Détermiuner la lunite sillllplc g de (ga) pus. en ntihisant le théoreme de convergence
montrer que F(1) :/ g(t)dt. En décdire la valeur de F(1)

0D n-1
(-1
g

il :
1 n

L

37). Démontrer que la série de fonctions

dédhre la limite de F en 4-00.
4°) Dérmvabilité de F

Int

cdominee,

converge normalement sur [2; +20|. En

(a) Soit r > 0. IStudier les varintions s [0, 4 o] de la tonction ¢ = et en dedurre

que la suite ([}:-;) estmonolone & partic d'uncertan rang (dependant de ) que 1'on
precisera ‘ e

| (=1
(b) Pour n 2 1, on pase St iy = . SEa est an reel stnctement positil, démontrer
aque laseérie des derivies Z Lo comverge umformeément s [er; +ox.

n'__'l

En déduire que F est ine fonction de clusse C sur |0; +0a]. 4

9"). Lien avee (.
Calculer, pour x > 1, I'(r) = ¢(r) en fonction de r ot de G(r). En dédiire que

Flr) =1 =2"""0lr).



puis en déduire la limite de ¢ en +oo

1 Praduit de (“_-‘,““.h_\, de o siorie alternde prar clle-meme

On rapelle que e produn de Canchy de deny séries Z , z b est la série ch (el

n=1 n=1 n=2
n-1
G }_ :1;?'._; nmm celte l,““,[_".‘ aon vent llf"“‘ﬂllillf‘r |U nalure selon la "."r'l.]d‘llr de X, cle la me rie
k=1
. (=1 :
> G®), produit de Canchy de 3~ ~—= par elle méme.

F 4
n-22 n=>1 !

Lette etude va illustrer le fait que lo produit de Cauchy de deux séries convergentes n'est V.
necessaurement une série convergente.

Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal & 2 et r un réel strictement
positf

6°). Etude de Ia convergence

(a) Indiquer sans aucun calcul la nature et la somme en fonction de F de la série produit
Z Ca(x) , lorsque = > 1.

n=2

- 1)

(b) Démontrer que pour > (0, | Co(x) | > ox
r

En déduire pour 0 < 5 < 1/2, la nature de Ly sirpe > Ca(®)

n=2

) Cas ol 1 = |

(a) Décomposer en élénents simples Lo fraction tationnelle - —_—
(n-X)
B ki _ _ o Mt
wndédiine nne expression e Co(x) en lonction —==
n
I I
i{u - I _I 9 + . )
2 n

(somme partielle de la e e harmanique)

(0) Déterminer |a monotonie de In snite (”11'1_)
L T

() En déduire la natigre de T sére Z Cn(x)

n=2



PARTIE II : ALGEBRE

|

Soitn supérieurouégala2 S A = (a, ]) est une mntnee e Mn(C) on note

LIA)= ) o, ¢)(A) =)
=1 A=}
Et:

d(A) = Z”k.‘r- a(A)= Za kn+1k
k=1 k=1

(@) Montrer que I'ensemble N, des matrices A vérifiant -

Y(1,7) € [I,n]*, L,(A)=c,(A)=0

est un sous-espace vecloriel e Mu(C) de dimension (n — 1)-

(&) Montrer que I'ensemble N des matrices A vénfant

V(e, 1) € |1, n|*, L(A)=c,(A)

&t un sous-espace vectoriel e Mn(C) de dimension (n - 1)* 5 )

(c) Montrer que pour 7 2 3 Pensemble My, des matvices A verthant

d(A) =c (A)=1) V(L) e [Ln), L (A) = c,(A) =0

est un sSous-espace veeloriel de M:u(C) de dunension (B =1¥ =9,

(d) Montrer que pour n > 3 Penscinble A7 des mat rnees A vérifiant

V(i,4) € L, n)?, L(A)=c,(A) = d(A)= a(A)

esl un SOUs-espace vectoriol e Ma(C) (]e dimension (n- 1) =



1

On dit que I'endomorphisme u d'un espace vectoriel E de dimention finie
n sur un corps IK quelconque est cyclique s'il existe un vecteur xo de E.
tel que (U, (X))20
ON note M le polynome minimal de u
.".H - n\‘[ qane Pappheation 17 13 Plu)(rg) de IKIX] sur E est hinda surjective ¢t
G TIovan l 11][1.'11 (\" ]4:“ "'."l'l'llll'f‘ ']H" ‘.rfl. ”(_'“)‘ ) ) Tk l(Ill)J est une IITL‘-{' dl' }. 1t\|_|’i;

laquelle Ta matrice de v est la maltice caompagnon associée a N

(b) Montrer que 'application -

I~ Fy = {R(u)(z0)|R € I}

cst une bijection de 'ensemble des idéaux / de K[X] contenant M sur Vensemble des

sous-espace stables par u de £. En déduire qu'id w'existe quun nombre fm de SOUS-CS P es
stables par

(c) Montrer que les sous-espaces de K™ stables par l'endomorphisme y, canoniquement

associé a la matrice triangulaire supéricure

[0 1 0 0

U \
U= 0
!

\ 0 R

sont de la forme Tmu* pour k€ 0,0,

N On rappelle que Tomantee compagion mssociee aun polynome unmtare

P(X)= X"+ a0 X" ..+ oy X 4 ap

o' el sous la [ormne
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