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Cette épreuve compaorie trois exercices complétement indépendants.
Ces exercices peuvent étre traités dans un ordre quelcongue.
L'énoncé est sur 3 pages.

L'usage de calculatrice est autorisé.

I) Optique Lentilles minces

On considére une lentille mince convergente L, de distance focale f;| = 20cm de centre
optigue 0,.
1) Cetie lentille utilisée dans les condinons de Gauss, pour former |'image d'un objet
lumineux AB perpendiculaire & I'axe et situé & 30cm de la lentille.
a) Failes une construction des trajets des rayons qui donnent de AB unc image
A'R’. Preciser 1'échelle choisie.

b) Quelle est la nature de I'image ? Est-elle droite ou renversée ?

¢) Calculer a I'aide de la formule de conjugaison. la position de |"image.

d) Ou doit-on placer |’écran pour avoir 'image A'B” nene ?

e) Calculer le grandissement transversal. a

2) On associe a L, une deuxiéme lentille mince L, de distance focale f5 inconnue et de
centre optique 0, tel que 0,0, = 40cm. L'objet AB est toujours & 30cm de L,
I"image A"B" forméc par lc sysiéme des deux lentilles, est netie lorsque 1'écran est
situé & 40cm de 0,. '

2) A I'aide des formules de conjugaison des lentilles minces et des résultats de la
guestion 1), calculer la distance focale f;.
b) Quelle est la nature de la lentille L; ? Justifier,

IT) Elecfrnstaﬁque Champ et potentiel

Soit une répartition volumique de charges positives uniforme dans r,-f" ’:; N
I'espace compris entre deux sphéres de méme centre O, de rayons a et b/ 4%
(@ < b). La densité volumique est p. La permittivité électrigue du milieu

e

g
.
o

] (e}
esl Eg. '

1) a) Preciser le systéme de coerdonnées adapté & ["érude S~

électrostatique de cel ensemble de charges.

b) Préciser In base de projection associée & ce systéme de coordonnées.
2) A Iaide des propri¢tés de symétrie, donner la forme du champ électrostatigue E(M).
3) A l'aide du théoréme de Gauss, calculer ie champ élecirosiatigue E (M) en tout point

M de I'espace a la distance r de O.

—
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4) a) Donner la relation entre E (M) et el le potentic] électrostatique V(M).
b) En déduire le potentiel électrostatique V(r) pour v = b. On choisit |'origine des
potentels Join des charges, V(=) = 0.

III) Mécanique : Etude d’un oscillateur

O se propose d'édier I'équilibre puis les oscillations d'un svsiéme masse - ressort.

La masse m supposée ponciuclie est accrochée a I'extrémité inférieure d'un ressor
verucal de rndeur k. de longueur @ vide {y . de masse négligeable ot d¢lasucité parfaite
dont l'autre extrémiie est fixée sur un support au nivean de 0, qui est fixe dans un
référenticl supposé galileen caraciense par axe Ox. :

On suppose que la masse ne peut se déplacer que verticalement.

La posiion de I'extrémité inféricurce du ressort, donc de la masse m est repérée par rapport
i I'axe vertical descendant (0, €,). '

=11

e s s s s s s s s e e T T T

A) Etude de I'équilibre

1) Preciser el exprimer les forces gui s'exercent sur la masse m dans Ie cas o0 0, est fixe
dans un référenuel galiléen.

1) Ewablir la condinon d'équilibre dans ce référenuel er exprimer la longueur {,. du resson a
I'équilibre.
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Application numérique :  On donne [, = 20cm ,m = 100g,g = 10ms™ . la
longueur du resson 4 I'équilibre [, = 30cm
3) Calculer la constante de raideur k et préciser son unité,

Dans la suite on choisira O dans cetie position d'equilibre.
B) Etude des oscillations libres

A 1= 0. la masse est ecartée de sa position d'équilibre d'une distance @ > 0 et est lichee
sans vitesse iniale. @ = Scm

On désigne :

Par X la vanable qui repere la position instantanée, notée M de la masse m par rappor a
C;. X=0,M e par x la vanable qui repere la position imstantanée de m par rapporn a
sa posibon d'équilibre notée 0, x = OM .

On néglige wws les frottements. Le support est fixe dans le référenticl galiléen. Les spares
du ressort ne se louchent pas

4) Etablir I'tquation différenticlle du mouvement sausfaile pacx(t). .

5) Montrer gue le sysieme éludié est un oscillateur harmonique dont on donnera sa pulsation
propre m,,' ¢t sa peniede propre 7, en fonction de & el m.

6) Ecrire lo solution générale x(t) de I'équation et déterminer les constantes comple-tenu des
conditions initiales.
En deduire I expression de X(t).

7) Calculer les valeurs des curaclenistiques de l'oscillateur (pulsation propre @y . péniode
propre T, amplilude, phase),

&) Tracer le graphe de x(t),

L'energie potentielle est choisie nulle a la posinon d"equilibre.

9) Dans le réferenticl d'ctude, I'energic mécanique E de l'oscillateur varie-t-elle au cours du
mouvement 7 Jusulier,

10) Exprimer I"éncrgic £ a un instant t, en fonction de I'elongation x(t) et de fa vitesse 2(t ).

11) Calculer la valeur numenique de I'énergie £ du systemc.
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Exercice 1:
Pour b € R, on pose :

S0 =Y % . So(b) =0.
=1

1) Pour quels b € R la suite (S.(b)) . converge-t-elle ?
Pour a > 0, on pose u,(a, k) = a™®
2) Discuter suivant les valetss de a et b la convergence de la suite (u,(a b))

3) Montrer que st 6 > 0, alo=s ¥h € N :

1 iy 1
{I:-!-I]*E,[. TR

4) En déduire que si & > 0, alors ¥n € N° :

ds 1
sm-1< [ FEsm-,
et que Sa(6) = [ % +O(1) quand n — oo
5) 5i-:r,._=E[lJ.mnntruqt;cEm..‘-f}ﬂMlﬁ que¥reN:m<e™< M

6) Caonclure en dopnant une condition nécessaire =t sufisante sur a > 0
et b € R pour que la série 3 ua(a, b) converge.
n2q

Exercice 2 :
Sait E un sous-espace vectoriel de C*(R, K) de dimension finie n € N stable
par déchation, l.e. V€ E, f € E
1) Monsrer que £ ¢ C=(R, K}
2 0npwse D E — E.
f— r
Montrer que D est bien définie et que D € L{E).
3) Montrer que 3P € K [X {0} tel que P(D) =0.
4) Montrer que £ st exactement 'ensemble des solutions d'une équation
Ciférentielle lindaire 4 coefficients constants d'ordre n = dim(E)
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7) Pour r € A, montrer gue N; admet toujours up micoran: noté d., &t gue
d. & N°.

) Montrer que ¥z € A, Zla: € [, uaitaire tel que deg(s:] = d-.

9) Montrer que I. = =. R .X]={=.P: PeR[X]}.

10) Quels sont les plovadmes wraductibles ce R X 7

11) En factorsant 7. comme prodult de polynimes irméductibles de R[AT,
déduire A partir de 'tquation #.(z) =0 que d, € {1.3}

12) Montrer que ¥z £ A d; = 1 ssi =2 € veci(l,), et donnes 'expression de
Typour y=Algavec A C R

13) Montrer que = & A\vecz(ly) = Zab € Rtelsquea® =4h < 0 mt
7e(X) = X? +aX = b,

14) Pour quels = € A, 7.(0) = 0 7 En déduirs que tout &ément non nul de
A admet un inverse dans 4 CQue peuton déduire concernant la structure
(A -+ x)7

15) Pour B anneau commutatif intégrs, on note Jg = {r € B: 2%+ 15 = 0}.
Quelles sont les valeurs possibles du cardinal de Jg 7 Donner des exemples
d'anneaux 8 pour chague valeur.

16) 81 dim[A) = 1, quel et le cardinal de J, 7 Dans ce cas, & quelle algibre
usuelle 4 est-elle isomorphe 7

Dans la suite, nous supposerons que dim(A) > 2.

17) En &tudiast Is forme canonique de 7, pour un a € A\vect(1,), montrez
qu'il existe £ A tel que P = 14

En déduire que J4 = {}, =i}

13) Montrer que pour tout = £ A\wvect(ls), il existe g,b £ R tels que
= ﬂ.l_.|, + b}

Indication | uithaer les questions 13) et 17).

19) Déduire que A =vect(14,j). Conclure en répertoriant, & (somorphisme
prs, toutes les R-algdbres unitares intégres commutatives de dimension finie.

Soit K un sur-corps de R. On écvit par abus R C K.

20) Vérifier que (K, +,+, x) est une R-algdbre, ol e produit externe
Ar=dAxzpour A\€ERetz€ K.

21} Quels soct, 4 isomorphisme prés, tous les sur-corps commutatifs d= R de
cimension fmie 7

22) Donner un exemple de sur-corps de R de dimension n finie, aves n 2 3.

= s+ Fin de I'"épreuve s s »
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Exercice 3 : . ) ‘
1) Montrer que s: A et B somt des matrices carrées d'ordre m, alors :
w{AB) = t(BA).

2} Seit E un K-espace vectorial et u € L(E).

Sait (z,)ier € E' une {amilie de vecteuss propres de u dent les veleurs propres
associées sont deux A deux distincies.

Montrer que (Zi)wr et libre.

R

Eiﬂ

3) Pour o € R, on pose [o ! R —
\agtrer que (fa)aez €5t LHDre
4) Pour @ € R, on pose g, l0,1f — R

r — I°
Montrer que (ga)een est Hbre.

Probléme : .

L'objectif de ce probléme sera 'dtude Ces R-algibres unitaires commutatives
intdgres de dimension finie. g

1) Donner un exemple d= R-algébre unitame commutative intégre de dimen-
sion finle. :

2) L'algdbre donnte dans la réponse précédene est-elle un corps 7

3) Donnper un exemple de R-algébre unitaire commutative intégre qui ne soit
pas un corps Est-elle de dimension finle 7

4) Donnper un exemple d'un sur-corps commuzatif d= R de dimension finje et
ur autre de dimension infinie

On reppelle que K est un sur-corps de K s'il exste un morphusme de corps

tnjectif & @ Ko —+ K. Daons ce cas, on confond Kg e ¢(Kp) pour éemire
g T K.

Soit (A, +,:, x) une R-algdbre unitaire commutative intégre de dimension
finie.

5) Pour z € A, en #tudiant la famille (z')ies, montrer qu'il existe un
polyndme unitaire P € RX) el que Plz) = 0.

On: ropgelic que si Q(X) = ag+ o, X + .. +0gX* € RIX], eta € A
Qia) = apla + ma + ... +aga”.

Pour z € A, on pose I, := (P & RI.X| : P(z) =0},

et N, := {deg(P) P € (0} )

6) Montrer que ¥r € A, I, est un idéal de R1X] non réduit & {0},
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