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Epreuve de Mathématiques

Durée 4 heures

Preambule
Le sujet comporte deux problémes indépendants.
Il est demandé d'exposer les questidns dans l'ordre de I'énonce . .
Les candidats pourront admettre certains résultats intermédiaires et les utiliser dans
la suite du probléme, méme s'ils ne les onl pas démontrés , a condition de le
mentionner explicitement . .
Les résultats devront étre soulignés ou encadrés .
Pour chaque question de ces problémes , on appellera * solulion convenable ™ {oule
suite finie d'affirmations correctement justifiées , et tres lisiblement écrites . Seules
les * solutions convenables * seront notées positivernent .
Il sera tenu le plus grand compte dans la notation de la qualité de la réedaction et de
la présentation materielle .

Premier probléme

Partie I :un exemple

; 1 [*
Soit 7 la fonction définie sur R par f(z) = zArctanz et pourz > 0, on pose g(z) = -33/‘ t? Arctant df.
2 Js -
1. Btudier la fonction f et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la position

" du graphe de f par rapport & celles-ci).

2. Calculer g(z) pour = # 0 et montrer que ¢ peut étre prolongée par continuité en 0. (On
continue a appeler g la fonction ainsi prolongée). -
Vérifier que g est développable en série entitre sur un intervalle | — R, R[ que 'on précisera et
donner ce développement. Prouver que g est indéfiniment dérivable (c’est a dire de classe )
sur [R.

3. Etudier la fonction g et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la position
du graphe de g par rapport a celles-ci).

Partie 11

Dans toute la suite du probleme, on dé-signe par E = C(R*,R) I'espace vectoriel des-fonctions

contimues de [0, 400 vers R et par o un réel tel que o > 0-. -
Pour tout f de E, on désigne par ®,(f) ¥ applzcatlon g de [0, 4+-o0[ vers R définic par :

g(0) = '—f-((—]{ll)- et pourz >0 g(z)= 3—:;/; tolf(t) dt

4. (a) Vérifier que pour tout élément f de E, g = @,(f) est élément de E.
1
(b) Montrer que pour tout z > 0, on a &,(f)(z) = f w1 f(zu) du.
3 0

(c) On suppose f de classe C! sur R* et on pose g = $,(f). Montrer que g est aussi de classc
¢ sur R* et calculer ¢’ en fonction de ®,41(f').
Montrer que g est de classe C= sur RF si f I'est.
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[ S
Montrer que @, est un endomorphlsme injectif de .

(b) Soit f un élément de E ot ¢ = (). Montrcr que g est dérivable en tout point = > 0 ¢
exprimant ¢'(x) en fonctxon de f(x) et de g(z).

(c) Déterminer les valeurs propres de @,. en précisant les différents sous-espaces propres (o

pourra former une équation différentielle vérifiée par f fonction propre associee i ur
valeur propre).

(d) Montrer que @, n'est pas surjecti\ﬁé
6. Soit f un élément de E et g = $,(f). On suppose qu'il existe R > 0 et une suite réelle (a,)
T +co

tels que pour tout r € [0, R[ . f(z) = Za,,r".'l\"fontrer qu'il existe une suite réelle (b,), (qu
. n=0 .

on explicitera) telle que pour tout 22 € [0, R[, g(z) = Z byz™

n=0u

et on pose g = P, (f).

; o 1
7. Dans cette question seulement, on pose f(t) = -

(a) En prenant R = 1, expliciter les suites (a,), et (b,). correspondantes a la situation de l:
question 6. : '
1

1+2z’

(b) Montrer que g est solution sur ]0,+oo[ de I'équation différentielle =y' + ay = G
étant la seule solution a avoir une limite finie en 0.

(c) Montrer que g est décroissante sur R* et préciser sa limite en 4+-00. (On pourra distinguer
lescas 0 < a < 1, = 1 et a> 1 en cherchant a ma.]orer simplement g(z) pour z > 0)

(d) Determmer une relat:on entre Q) (f) et ©,41(f)- En déduire I1rn r(IJC,.,_l(f)( z).

8. Dans cette question. seulement, on suppose a € N* et f(t) = e~ et on nete g = ®,(f)-
Exprimer lim z°g(z) en utilisant une factorielle et en déduire un équivalent simple de ¢!z}
=400

lorsque z tend vers -loo.
9. Soient o > 0 et-f >0

(a) Soit f dans E. Grace a une intégration par parties que I'on précisera, montrer que :

(o = B)Da(®p(f)) = 2p(f) = Palf)

(b) .En déduire que les endomorphismes ¢, et $5 commutent.

Soit un entier naturel n..On désigne par P, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polyndmiales de degré inférieur ou égal a n.

10.

(a) Montrer que si f est dans P,, alors g = ®4(f) 'est aussi.
(b) Vérifier que la restriction de ®, & P, est un endomorphisme diagorialisable de P,..
(c) On suppose n = 2. Déterminer le nombre d’endomorphismes 8 de P, tels que 8 = ¢,

11. Soit f un élément de E et g = $,(f). On suppose que f tend vers le réel L en +o00. Montrer
que g admet une limite réelle en +co que 1'on calculera en fonction de L.

Tournez Ia page S.V.I,

214



Partie I11

Dans cetté partie, a = 1 et I'on notera 51mp1ement ® = @, ; c'est a dire si f est élément de I,

B0 st dsepac o) = J0) et fp) = 2 f0. -

12. Soit f dans F et g = ®(f). Montrer que si f est intégrable sur R*, alors ¢ admet une limite
reelle en +co que l'on préc1sera La réciproque est-elle vraie?

13. (a) Soit f dans E et g = ®(f) et T un réel strictement positif. On suppose que f admet

pour, penode T Déterminer Ilmy en fonction de / f(t)dt. (on pouria commencer par

calculer g(nT) avec n entier na.turpl non nul).

< - T .
_(b) Déterminer en fonction de z un équivalent simple de / | sint|dt lorsque = tend vers "R
]

14,. On nt.?.lte £ 'ensemble des applications continues de [0, --oo[ vers R telles que f? soit intégrable
sur R*.

(a) Montrer que £ est un espace vectoriel réel et que ’application :

Fi
‘

est une norme sur £.

(b) Seit f € £ et g = ¥(f). Grace 3 une intégration par parties, justifier que pour tous g, A
telsque 0 <e< A, ona:

f (o))" da < é(/:ﬂ' ) +9|/ (t)i |

(c) En déduire que pour tout [ de £, ®(f) est aussi élément de € avec N(®([)) < 2N(f).
Comment interprétez-vous ce résultat ? '

"{ PROBLEME - II

Partie A

On-considére E = R,[X], 'espace vectoriel des polynomes de-degré inférieur ou égal 3 5. On note

B, 'ensemble des polynémes impairs de E et E; 'ensemble des polyndmes pairs de E. On désigne

par ex (0 < k <5)les éléments de la base canonique -de I de sorte que ex(X) = X*. Op nommera

pareillement “base canonique” de Iy (resp. de E;) la basc {e,es,e5} (tesp. {e5, 22, €(}) de B

(resp.:E3). : :

1°  Justifier que EB; ct E,; sont deux scus-espaces vectoriels supplémentuires de L, c'est-d.lice
E =L &FE, :

.2* a) Montrer que Papplication ¢ qui 4 tout polyndme P € E; associe le polyndme o(P) défini

i par ' ; ' i ,

o(P)(X) = (X?+ 1) P"(X) - X P'(X) M

définit un endomorphisme de E,.
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b) Donger la matrice de ¢ dans la base canomquc {eg, €3,€3)} de E.
¢) Déterminer le noyau de o, ainsi que ses valcars propres et ses vecteurs propres.
d) « est-il diagonalisable ?
3* a) Montrer que I"application s qui 2 tout polyndthe P € K, assacie le polynéme s{F) défini par
s(P)(X) = (X* - 1) P"(X) + X P'(X) . @
définit un endomorphisme de E.
b) Donner la matrice de s dans la base canonique {ey, €, 2.} de ;.
¢) Déterminer le noyau de s, ainsi que ses valeu?s propres et ses vecteurs propres.
d) s est-il diagonalisable ?
4° On considére I'application qui A tout poiyuﬁrnc. P € E assacie le polj;nﬁmc 2X P(X) - P'(X).

a) Montrer que la restriction f de celie application au sous-espace 13'-: définit une application
linéaire de ¥, dans F,. :

b) Déterminer la matrice de cette apphcat:on dans les bases canomques respectives de B, et
E;.

¢) Montrer que [ est un isomorphisme.

Partie B

Soit E un espace vectoriel sur R non nécessairement de dimension finie. On désigne par F,; et
E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, de sorfe que F = E; @ £,. On désigne par s un
endomorphisme de E, et par f une application linéaire bijective de E, dans I,.

A z € E sécrivant = = z; + %y, ot (z;, ;) € E; x B, on associe

F(z) = f(z) + flza) + () . )

1° a) Prouver que F est injective._

b). Prouver que F est surjective (on ne suppose PAS que I est de dimexusion fiue) ct exprimer
FHy)ody=y+pnelet () ek xE,

2° a) On suppose que F admet une valeur propre-A € R. Soit = 3 0 un vecteor propre associg,

. décomposé en z.= z; + 3, (00 (2, ,) € By x E). Prouver que z; et z; sont non nuls ct

que z, est vecteur propre de s.

b) Réciproquement, on suppose que s admet une valeur propre réelle 1. Prouver que F' admet

au moins une valeur propre réelle A. Déterminer un vecteur propre de F' associé 3 A en
fonction d’un vecteur propre =, de s associé 4 ju.

¢) Montrer que si u, ..., ¢ sont des vecteurs propres de s indépendants et associés a une
méme valeur propre p de s, alors les vecteurs propres de F précédemment calculés sont
indépendants.

On suppose désormais E de dimension finie, et on pose n = dim Ej.
3° a) Justifier que dim ) =dim F; =n et dim E = 2n.

b} Soit py, ..., pp les valeurs propres réelles distinctes de s. Prouver que F admet 2p valeurs
propres réelles distinctes.

¢) Montrer que si s est diagonalisable, F I'est aussi. . #
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